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Caracteristicas Dinamicas

Modelo Matematico generalizado de um sistema de medida

O modelo matematico mais usado € a “Equacéao diferencial
linear ordinaria com coeficientes constantes”

Assume-se que a relagao entre qq entrada q; e a saida q,
pode, sob adequadas hipoteses simplificadoras, ser
colocado na forma:

dan dn—l d am dm—l d
An gm0 ¥ An-1 7= o + -+ 1720 + AoGo = bmdt_in + bm—1WQi + et b1aqi + boq;



Modelo Matematico

* O modelo proposto é amplo pois uma eq. diferencial
permite descrever qualquer funcao. No entanto podemos
usar uma simplificacao mantendo a funcionalidade:

d™ dn—1 d
An e o0 + An-177n=1 90 T ..t E el + apqo = f (1)

Em que:
m g, € a variavel para a qual se quer a solucao
m @; é a variavel independente, usualmente o tempo t (s)

m a, sao os coeficientes e representam parametros do
sistema ou relacdes entre eles.

= f(t) € a funcao que faz o sistema reagir e é
denominada funcao perturbadora



Solucao da Equacao diferencial

Metodo classico

* Solucao:

*qo= qp Tt qn
* Em que:
* gp = Solugao particular ou regime permanente, depende

da funcao perturbadora.
* g, = Solucdo homogénea ou transiente, ndo depende da

funcao perturbadora e sempre pode ser encontrada.
* Estas solucoes sao encontradas de forma

independente .



Solucao transiente

* E a solucao da equacao:

dm dn-1 d
dnCIo Ap— 1WCI0+ ---+Q1ECI0+GOCI0=O

B Fisicamente corresponde a reac3ao livre do sistema
guando recebe algum estimulo externo.

® A solucdo tera n constantes a determinar, e inicia-
se pela solucao da equacao caracteristica:

a,D™" +a,_D" 1+ ..+a;D+ay;=0



Solucao transiente

Solucao da equacgao caracteristica

* Polindmio de ordem n tera n raizes (r; , 1I=1,n) que podem ser
reais ou complexas.

* Cada raiz real nado repetida colabora com uma parcela da
solu¢cao homogénea:

- r:.t
qni = Ci.e’t

* Cada raiz real repetida p vezes, colabora com p parcelas
da solu¢ao homogénea:

Qnhi = (CiO + (gt + Ciztz Tt Ci(p_l)tp_l). eTit



Solucao transiente

 Cada par de raizes complexas, ri = a * b.i, ndo
repetidas, colabora com uma parcela da solugao
homogénea:

dn ci = C;.e%tsen(bt + @)

= Em que
= C, e @ sdo constantes a determinar, e
= b sempre positivo

= Cada par de raizes complexas repetidas p vezes, colabora
com p parcelas da solugao homogénea:

qni = (Cio-e%Fsen(bt + @o) + Ciy. t.e®sen(bt + @1) + -+ + Cyp—1ytP e sen(bt + ¢,_4))



Solucao transiente

* A solucio transiente sera a soma de todas as solucoes
parciais devidas a cada raiz obtida.

qn = Z C;.e"it + Z C;.e%tsen(bt + @) +

+(Cio + Cigt + Cipt® + -+ + Cyp_1yt?™1). et +

+(Cio. e%tsen(bt + @) + Ci1. t.e% sen(bt + 1) + - + Cip—1yt? " te*tsen(bt + ¢,_1))



Solucao de Regime Permanente

A soluc¢ao particular serd uma combinacao linear da
funcao perturbadora e suas derivadas.

Util quando a funcdo perturbadora tiver nimero finito de derivadas

12 exemplo: f(t) = 3x? + 5x + 4
*gp= AX?+Bx+C

« 22 exemplo: f(t) = 3.sen(5 x)
* gp = A.sen(5x) + B.cos(5x)

Em que A, B, C etc. sao constantes a determinar.



Exemplo:

Um sistema ¢ representado pelo modelo:

Encontrar uma solu¢dao completa para o sistema, quando
sujeito as condi¢des de contorno:

t=0-2> y=0

t=2 2 y=10

Solucao:

Transiente: As raizes da equacao caracteristica sao:
nm=2 e rn=3

yn = Cr.e?t + Cy.e3t



Exemplo (continuagao)

Transiente:
* Solucao de regime permanente:
flt)=3.03 -

* Df(t)=9.t* | y,=At3+Bt?+Ct+D
* D’f(t) = 18.t |

* D3f(t) =18 -

 Substituindo na equacao completa:

d?(At3 + Bt? + Ct + D) : d(At3 + Bt?> 4+ Ct + D)
dt? dt

+ 6(At3 + Bt? + Ct + D) = 3t3

(6At + 2B) — 5(3At? + 2Bt + C) + 6(At3 + Bt?> + Ct + D) = 3t3

6At3 + (—154 + 6B).t% + (6A — 10B + 6C).t + (2B — 5C + 6D) = 3¢3



Exemplo (continuagao)

* Da igualdade de polindmios

e b6.A =3

e -15A+6.B =0

e 6.A-10.B+6.C =0

. 2B-5C+6D=0
* ¢ entao:

*A=%, B=5/4,C=19/12 e D=65/72

A soluc¢do de regime permanente ¢:

1 3 5 5 19 65
yp:Et +Zt +Et+ﬁ



Solucao Geral

* E a soma das duas solucdes parciais obtidas:

1 5 19 65
y 1.7 + (r.e”" + 5 +4 + 1o + 75

Os valores de C1 e C2 sao obtidos pelas condi¢oes de
contorno:
t=0 2> y=0
Ci1 +C2=-0,902778
t=2 =2 y=10
54,598 C; + 403,429 C, = -3,06944
C;=-1,03526

C2,=0,1325



Solucao Geral

1 5
—1,03526.e%t +0,1325.e3t + Et3 + th +

19

65

12

t+

72

Em forma grafica:
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0 05 ] 15

2,5




Exemplo de desenvolvimento de um modelo

Sistema mecanico de medida de nivel

Verificar as caracteristicas dinamica de um sistema de

medida de nivel com boia cilindrica de area A,
LS

Amortecedor—
Transdutor —




Sistema mecanico de medida de nivel

Hipoteses simplificadoras

e Amortecedor
«F,_=-B.V

* Boia
* Forca na boia é a forca de empuxo
hd Fb = Y'Ab'(h = X)

* Transdutor n3o oferece resisténcia ao movimento.



Sistema mecanico de medida de nivel

Equacionamento

» 22 Lei de Newton

* I:emp + I:am = I\/Ib'a

* Oou

d Y'Ab'(h = X) = B. V = Mb.a

d?x dx
Mb dt 2+Bd—+yAbx—)/Abh



Sistema mecanico de medida de nivel

Analise do modelo

* Como nosso sistema responde a variagao do nivel
da agua?

* Teste com entradas padroes
* Funcdo degrau
* Fun¢ao rampa
* Resposta de frequéncia (funcao senoidal)



Entrada Padrao

Funcido degrau

*t<0 h=h,
*t>20 h=h

X,h




Entrada Padrao

Funcao Rampa

*t<0 h=h,
*t20 h,=h,+m.t

X,h

hs=h0+m.t




Entrada Padrao

Funcao Senoidal

X=Asen(w.t) -2 soéinteressa a condi¢dao de regime permanente.

Funcdo A.seno(ot)

X ﬁ>\ N /
\ s

5 —A=07 w=10Hz

t(s)




