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Exemplo: Sistema mecanico de medida de nivel

Verificar as caracteristicas dindmica de um sistema
de medida de nivel com boia cilindrica de area A,.
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Caracteristicas Dinamicas

HSistemas de 1°. ordem

A medida de nivel com bdia de peso desprezivel, associada
a movimentos lentos.

Resposta a uma fungao Degrau:

x,h




Func¢ao degrau

* Matematicamente a funcao degrau ¢:
*t<0 h=h,
*t>0 h=h,
* Entdao a equacao diferencial fica:

(z.D+D)x=h,

A solucao transiente ¢:

X, =C,.e -



A solucao de regime permanente ¢:

*Xp = A, (constante a determinar)
* Da equacao diferencial:

.Alzhs
*ou
.szhs

e a solucao completa fica:
_t
Xx=C,e “+h,

Da condicdo de contorno t=0—2> x=h0

Cl :ho_hs



Substituindo na solucao:
x=(h, —h,)e™" +h,

* Subtraindo h, de ambos os lados:
x—h, =(h,—h,)e™ +h, —h,
* Colocando o degrau em evidéncia:

x—h, = (h, ~h)1-e*)



Solucao em forma grafica

Resposta a funcao Degrau
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Resposta a fungdao rampa

hs= h0+ mt




Func¢ao rampa

* Matematicamente a func¢ao rampa ¢€:
*t<0 h=h0

* t>0 h=hotm.t

* Entdo a equagao diferencial fica:

(z.D+1)x=h, + mt

A solucio transiente ¢ a mesma anterior:

_1
X, =C, .e -



A solucao de regime permanente € uma reta:

*Xp =A,.t+B, (duasconstantes a determinar)
* Da equacao diferencial completa:
*TA,+A.t+B,=h,+m.t

* De onde

°A1 =m

*B,=h,-m

e a solucao completa fica:

_t
Xx=C,.e -+mt+h,—z.m



Da condi¢do de contorno t=0 =2 x =h,
C, =7z.m

Verifica-se que a solucao converge para uma reta
paralela a fun¢ao perturbadora.

_1
X=7.me *+mt+h,—z.m

Ou em numero de constantes de tempo:

X=r.me " + r.M.(3)+h,—z.m



Solucao em forma grafica

Resposta a funcao rampa

Funcao perturbadera

t/t




Resposta a funcao Seno

Funcdo A.seno(ot)

a5
= 0 \ —A=1 w=3 Hz

5 —A=0,7 w=10 Hz

t(s)




Funcao Seno
Matematicamente a funcao Seno ¢:

Para qualquer t = h =A.sen(w.t)

Entao a equacgao diferencial fica:

(z.D+1)x = A.sen(w.t)

* A solucdo transiente € a mesma anterior e representa a variacao na
resposta de frequéncia até o regime permanente, ndo tendo
1nteresse neste caso.

* SO interessa a solucao permanente.



A soluc¢do de regime permanente € uma combinacao
linear da fungao perturbadora e suas derivadas:

X, = C,.sen(wt) + C,.cos(wt)

Com duas constantes a determinar: C, e C,

Substituindo na equagao diferencial completa:
7.0.C, cos(wt)-1..C, sen(wt)+ C,.sen(wt) + C,.cos(wt) = A,.sen(wt)
Fornecendo o sistema de duas equagdes a duas incognitas:

°C,-twC, = A
*7.0.C,+C,= 0



Solucao por meio da regra de Cramer

A =

AC,

AC,

T ,
=1+ (tw)
1l —tw
0 1
o ,A1 Cl — A] >
A] — T 1+ (ra))
o 0 — 1. A




Solucdo de regime permanente

A

X, = —-sen(at) — ro.A
1+ (tw) 1+ (tw)

- cos(awt)

* Que pode ser modificado para
X, = Asen(awt + ¢)

* Em que:

@ = arctg(—rw) = —arctg(rw)



Solucao em forma grafica

Aiffo

Repostade frequéncia para 3 Hz

/N




Solucdao em forma grafica
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Funcao de Transferéncia

* Operacional — E uma forma de descrever o sistema através de blocos.
Para sistemas de 1* ordem a funcao de transferéncia operacional ¢:

X |
(D)=
h( ) r.D+1

» Senoidal — E obtida da operacional substituindo o operador D por i.o
| ¢ 0 versor imaginario:




Funcao de transferéncia senoidal

Permite avaliar a resposta de frequéncia do sistema:

A_ 1|
'0)+‘ \/1+(m))2

¢ = angulo(— ) =angulo(l) —angulo(z.iw+1)

Tlw+1
@ = 0 —arctan(r.w) = —arctan(z.o)



Sistemas de 2? Ordem

* O sistema de medida de nivel tem boia com massa e sofre
aceleracoes nao despreziveis:

d-x dx
dt*
Definindo:

M, .

Razao de amortecimento

Frequéncia natural livre




Sistemas de 2* ordem

* A equagdo pode ser escrita como:

2
d ;( +2.5.m, %-l- W’ X=w’h
dt dt

B Que representa todos os sistemas de 2* ordem

B As caracteristicas dinamicas sao avaliadas
usando as entradas padronizadas: degrau,
rampa ¢ senoide.



Resposta a fun¢ao degrau

* Colocando o eixo iniciando na superficie
*t<0 h=0

*t>0 h=h,

* Entdao a equacao diferencial fica:

D°X+2.£.0 DX+’ X =w’.h,

* A solucao transiente ¢ dada pelas raizes da equacgao
caracteristica

D’ +2.£,w. D+’ =0



Solucao da equacao caracteristica

A=4Ew° —day?

VA =20 /£ -1

A solucao depende do valor de x

dSe £ >1 temos duas raizes reais distintas e o
sistema é super amortecido

(JSe x >0 temos duas raizes reais repetidas e o
sistema é criticamente amortecido

dSe £ >1 temos duas raizes complexas conjugadas
e o sistema é sub amortecido



Sistema amortecido

e E>1

I

_ 2250, +22a)” & -1 = (o, +w A E 1

:_2§a)n_zia)n \/52_1 :_ga)n_a)n /52_1

r2
B Ent3o a solucao transiente é:

_ [ea_ . 7
Xh :Cl.e( Sy +wn+ & 1)1 +C2.e( o, —w,+ ET-1)



Sistema criticamente amortecido

O&:l
— 2w
r1:r2: 25 N :—fa)n

* Entao a solucao transiente é:

x, =C,e " +C,1e ="



Sistema subamortecido

e £<1
—_— 2 J—

S T RO =
—_ —_— 2 _—

r, = 260, 2260” o -] =—¢w, — @, iq\1-E&

B Ent3o a solucao transiente é:
_ N ) B I
X, = Cl.e( Ew,+@, i 1-E7)t +C2.e( Ewy—m, iAl1-E2 )t

0]

u
X, = C.e 5" sen(w, A/1- &%t + ¢)



Solucao geral

* Regime permanente
* A solu¢ao é uma constante a determinar A,
* Substituindo na eq. Diferencial 2 A, = h,

°e

X:C1.e( éa)n"'a)n\/é: 1)t +C2.e( éa)n wn\/‘f 1)t +h

S

x=C,e~""+C,te™"" +h

X =C.e5 sen(w, A1 - E2t+ @)+ h,



CondicOes de contorno
Sistema super amortecido

*t=0->x=0 (origem na superficie h)
et=0—->dx/dt=0

* Para g >1

C,+C,=h, e

(=& +4/&"-DC +(=£ —4/&"-1)C, =0

c - —5 \/
Nz
C, g_V _

2\/7



A solucdo geral é apresentada abaixo seguida da forma grafica da
solucao

X _26=NE -1 compadein S 7NE —1 cam-anEine

h, 221 2 EX 1

1 -

08 //;— Degrau
// / —c- 101
0,6

£=1,1

0,4 —t =15
/ / ==

0.2 / s

0




Condigdes de contorno aplicadas ao sistema sub
amortecido

*t=0 2 x=0
et=0 =2 dx/dt=0
* C.sen(¢) = -h,

—E5en(@) ++/1—E° cos(¢) =0

9=V = 4oarcg V=
S S
_ _hs
 sen(g)

Xx=Ce ™' sen(w, A/1-Et+ @)+,



Sistema sub amortecido em forma grafica

Resposta de um sistema de 22 Ordem sub amortecido
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Resposta a funcao rampa

* Deixada como exercicio.



Resposta de Frequéncia dos Sistemas de 22
Ordem

* A analise da resposta de frequéncia é feita apenas para a solucao de
regime permanente.

* A relacao de amplitudes e o desvio de fase sao obtidos diretamente da
funcao de transferéncia senoidal, obtida da funcao de transferéncia
operacional substituindo o operador D por iw.



Equacao da resposta de frequéncia de 22 ordem

D°X+2.£.0, DX+ @’ X = » .h. sen(wt)

Funcao de transferéncia operacional
2

X @
—(D) = n
h( ) D’ +2.Lw D+ o’
Funcao de transferéncia sgnoidal |
X Q, X
—(D) = _ n _ (D) =
h ®) (iw)’ +2. oo+ o ) 1— (wﬂ)z + 2§(wﬂ)|

A relacao de amplitudes é dada por:

A0

Al \/(1_(w£)2)2+(2§(ﬁ))2




Grafico da amplitude de resposta em funcao
da frequéncia

Relacdo de Amplitudes
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