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INTRODUCAO A FORMULACAO MATEMATICA

Este texto apresenta uma pequena revisdo sobre equacOes diferenciais lineares
ordinarias de coeficientes constantes.

A principal finalidade deste texto é apresentar aos leitores uma forma organizada para
obter a solugdo de equacdes diferenciais aplicadas aos problemas de instrumentacédo e analise
de sistemas fisicos.

1- REVISAO MATEMATICA

1.1 — O Significado da Equacao Diferencial

Uma equacao diferencial é simplesmente uma equacéo envolvendo diferenciais
ou derivadas.

Nos temos algumas equacdes representando leis da natureza, tais como,
F=m-a

E=R-I

Conservagéo da. massa

Conservacdo da. energia

Conservacdo da quantidade de movimento, etc.

Estas leis podem ser utilizadas para analise de sistemas fisicos. Quando nos
expressamos a interrelacdo entre as variaveis de um sistema pela aplicacdo das leis naturais,
resulta em 1 (uma) ou mais equacdes. Estas equacbes frequentemente envolvem derivadas de
uma variavel com respeito a outra varidvel. Temos entdo uma equacdo diferencial. Se as
variaveis dependentes sdo funcdo de uma Unica variavel independente temos uma equacéo
diferencial ordinaria.. No entanto, se as variaveis dependentes dependem de duas ou mais
variaveis independentes, as derivadas serdo parciais e as equacdes serdo equacdes diferenciais
parciais.

Para ilustrar a obtencdo de uma equacéo diferencial, vamos tomar um exemplo.
Imaginemos um tanque, que a partir de um tempo t=0, passa a ser alimentado por uma
vazdao Q, Neste tanque existe um vertedor. Estamos interessados na vazao em fungéo do

tempo que é descarregada pelo vertedor, ou em gquanto tempo a vazao de saida levara para se
igualar a vazdo de entrada.

Um sistema real, quando considerado em detalhes, € normalmente, muito
complicado e dificil de analisar. Compete, ao engenheiro, fazer simplificacbes sobre o
sistema real, reduzindo a complexidade do problema e obtendo um modelo possivel de ser
analisado com as ferramentas matemaéticas disponiveis. Fica claro que o modelo como uma
simplificacdo de um sistema real ndo se comportara da mesma maneira. Dessa forma o
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comportamento predito matematicamente diferira um pouco do comportamento real, mas
ajudara no entendimento do problema, e a economia de tempo e esforgo no estudo analitico,
podera tornar justificavel a introducdo das simplificacGes.

Voltando a nossa exposicdo, vamos supor como simplificacdo que o tanque é
perfeitamente plano, e que a funcdo que liga a carga e a vazao no vertedor seja linear. Assim
teremos:

Q, =K-Ah (1.1)

em que:
Q, = vazéo do vertedor
Ah = carga no vertedor

N&o temos nenhuma lei natural que interligue diretamente, a vazdo e o tempo
em um sistema, mas sabemos que ela existe, sabemos também, que a conservacao da massa
rege fendmenos dessa natureza.

Vamos ainda supor que o instante t=0 é quando a agua esta na altura da
soleira do vertedor.

Entdo, podemos escrever, para um intervalo de tempo dt

TS |
Sleira
H(carga) N\ Q (vazio)
N
l N
/7 /S&
\ertedor
massa que entra massaquesai  variagdo damassa
no tanque dotanque no tanque
Ou
p-Q,-dt—p-Q,-dt =dm (1.2)
Em que:

Qo é a vazao que entra no sistema
Qv € a vazdo que sai pelo vertedor

Como, por hipotese, a vazao do vertedor é linear com a carga podemos escrever
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Qv = K-Ah (1.3)
e ainda que a massa do tanque é
m,=Ah-p-A (1.4)

Portanto, obtemos
d
p-QO—p-K-Ah=ap-Ah-A (1.5)

Supondo ainda, que a massa especifica seja constante no tempo temos:

dAh
P'Qo—P'K'Ah=P'AT (1.6)

Como, Q, = K- Ah, podemos escrever

Ad
-0, =——= 1.7
QO QV K dt QV ( )
Esta equacdo € uma equacdo diferencial, e é valida para cada instante no
intervalo de tempo sob consideracdo. Esta equacdo, entretanto, ndo € uma relacéo direta entre

Q e't, mas pode ser resolvida e sua solucdo seré a relacdo desejada

Existem vérias maneiras de se obter solugdes praticas para equagOes
diferenciais:

1.1.1 — Métodos Analiticos Exatos

Obtém solucBes gerais exatas, que € o tipo de solucdo preferido.Entretanto,
muitas equacOes obtidas na pratica ndo podem ser resolvidas por tais métodos, ou séo muito
complicadas de resolver.

1.1.2 — Métodos Numéricos ou Gréficos

Obtém solugdes aproximadas utilizando operacdes elementares. Grande
precisao requer muitas repeticdes das operacbes. Este método € muito bom para uso em
computadores digitais. Estes métodos podem ser aplicados a qualquer tipo de equacao
diferencial.

1.1.3 — Métodos Analdgicos

Utiliza analogia fisica para dar solucfes aproximadas de equacgdes diferenciais,
isto €, muitos sistemas fisicos ttm a mesma equacdo diferencial. Este método tem grandes
vantagens quando é usado um computador eletrénico digital.

Como a equacao diferencial obtida é de facil solugcdo analitica, podemos
resolvé-la. Entdo, temos:

o _AdQ
R QV_K dt

ou
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dQ, Kt
Qo - Qv A
que pode ser integrada para obtermos:

In(Q, -Q, )= —%t +C,

ou (Qo - Qv ) = Cle_%t

ou Q\/ = QO - Cle_%.t (18)

que € uma relacdo direta entre Q e t como queriamos.

No entanto, necessitamos mais alguma informacdo para determinar o valor da
constante de integracdo. Estas informacdes sdo dadas, geralmente, na forma de condigdes de
contorno, ou condicdes iniciais. No nosso exemplo, podemos dizer que quando t =0, a vazdo
é nula, portanto

C, =Q
e a solucdo fica
Q =Qft-e*) (L.9)

que é a equacao procurada.

1.2 — Método Classico de Solucdo de uma Equacdo Diferencial Linear
Ordinaria com Coeficientes Constantes

No exemplo dado, a equacédo diferencial era suficientemente simples, para que
as variaveis pudessem ser separadas e uma solucdo obtida por simples integracdo. Para
situacdes fisicas mais complexas, equagdes diferenciais mais complicadas sdo obtidas, e este
método pode n&o ser aplicavel.

N&o existe um método geral para resolver exatamente todas as equacgdes
diferenciais. No entanto, as equacfes podem ser classificadas em tipos, e para certo tipo
existe uma forma geral de solucéo exata. Vamos ver este tipo de equacéo diferencial que tem
ampla aplicacdo na Ciéncia e na Engenharia.

A forma geral de uma equacéo linear com coeficientes constantes é

n n-1
a d—y+a d y

d
e n_1W+...+a1d—i+aoy: f(x) (1.10)
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em que:
y - é a variavel dependente para a qual queremos a solucéo,
X - é a variavel independente, usualmente o tempo te

a; - sdo os coeficientes e representam parametros do sistema, tais como, massa,
indutancia, calor especifico etc, ou razdes entre eles.

A funcéo f(x) é denominada funcdo perturbadora ou excitadora. Ela representa o
agente que faz o sistema reagir. A funcdo perturbadora pode ser qualquer funcdo de Xx,
incluindo constantes e o zero. Em instrumentagéo a fungédo perturbadora representa a variagao
no tempo da variavel a ser medida, e a solucdo da equacédo diferencial representa a resposta
do instrumento.

Para obter a solucdo da equacgdo diferencial vamos dividi-la em duas partes,
conforme a equagdo 2.11.

y=Yo+Y, (1.12)

em que
yn = solu¢do homogénea, ou complementar, e
Yp = solucdo particular

A solucdo homogénea y, representa a solugéo transiente do problema, e a
solucdo particular, representa a solucdo em regime permanente. Estas duas solugdes sdo
encontradas independentemente uma da outra. A solugdo homogénea pode sempre ser
encontrada, ela ndo depende da funcdo perturbadora. J& a solugdo particular depende da
funcdo perturbadora, e para fungbes muito complicadas, pode ser impossivel de determinar.
Geralmente, para as situacdes fisicas, temos funcdes perturbadoras que podem ser resolvidas
por método simples.

Solucdo Homogénea: A solucdo homogénea € definida como a solugdo da
equacéo:
n n-1
n d 2/ + an—l d n—¥
dx dx

a +...+a1ﬂ+aoy:0 (1.12)
dx
Fisicamente, esta equacdo corresponde a acdo do sistema quando lhe é fornecida
alguma energia inicial, e deixado reagir livremente. A solucdo desta equacao representa o
transiente que ocorre ente a situacdo inicial e a final representada pela fungdo perturbadora.
Como a solucdo homogénea, ou transiente, é solucdo da equacéo (1.12) ela tera n constantes a
determinar.

O método de solucdo aqui descrito sera baseado no operador D definido como:

Dy = Yy (1.13)
dx

Isto é, D operando sobre y é igual a derivada de y com respeito a x. Por
exemplo, se y = 3x?
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Dy = 6x

D’y =6

Podemos, também, definir o operador D™, tal que

D =iy:jx ydx (1.14)
D 0

Por exemplo y =sen x
Dy = cos x

D%y =—senx

D%y = —cosx

A utilidade desta notacdo operacional reside no fato de que o simbolo operador
D pode ser tratado como se fosse uma quantidade algébrica. Portanto:

D’y + 2Dy +3y = (D*+2D +3)y
D(D3y+%)y= D'y +y=(D*+1)y

Escrevendo a equacgéo (1.12) na notagédo usando o operador D, temos
(a,D"+a,,D" +..+a,D+a,)y =0 (1.15)

Fazendo a expressdo entre paréntesis igual a zero e tratando o operador D como
se fosse uma incognita algébrica, temos:

aD"+a, D" +..+aD+a,=0 (1.16)

Esta equacdo em D é chamada equacdo caracteristica do sistema fisico, ela
contem todas as informacdes para descrever o sistema. Esta equacdo pode ser resolvida e
fornecera n raizes, denominadas

(o P

n

Estas raizes podem ser reais ou complexas, e ap6s determinadas fornecem a
solucdo homogénea que dependera dos tipos das raizes obtidas:

a) Raizes Reais ndo Repetidas

Se algumas das raizes sdo reais e nao repetidas, digamos r,,r,,r.,f, ..., &
solucdo homogénea correspondente a essas raizes sera:

h, =C,e"+C,e"+C e+ C,e" +.. (1.17)

em que C,, Cy, C, Cy, ..., S80 constantes a determinar.
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b) Raizes Reais Repetidas

Se existem raizes repetidas, para cada raiz r. que aparece p vezes tém-se:
h, =(Co+Cx+Cx* +..+C,_xP)e™" (1.18)
em que Co, Cy, ...,Cp.1 Sd0 constantes a determinar.

c) Raizes Complexas ndo Repetidas

Cada par de raizes complexas a+bi, ndo repetidas, fornece:

Y, =Ce*sen(bx + ¢) (1.19)

em que C e ¢ sdo constantes a determinar, 0 nimero a pode ser positivo,
negativo ou zero, mas o nimero b é sempre positivo.

d) Raizes Complexas Repetidas

Para cada par de raizes complexas a+bi que aparece p vezes, teremos:

Yn, =Co ¥ sen(bx +¢,) + C,xe* sen(bx + ¢,) + ...+

1 ax (1.20)
+C,x" e sen(bx+¢, )

A solucdo homogénea yn serd a soma de todas essas partes obtidas.

Yo =Yn, t Yh, T Yns t Y,

Solucdo particular: VVamos considerar agora um método para determinar a
solugdo particular, y,. Este método pode ser aplicado se a funcdo perturbadora tiver um
numero finito de derivadas.

Uma vez determinado que existe um numero finito de derivadas para a funcéo
perturbadora, a solucdo particular sera uma combinacdo linear da funcdo e suas derivadas, e
os coeficientes serdo constantes a determinar por substituicao, isto é:

Yo =Af(X)+B.f'(x)+C.f"(x)+D.f"(x) +... (1.21) p
Em que f(x) é afuncdo perturbadora.

Os valores numéricos de A, B, C, D,... podem ser determinados imediatamente,
substituindo y, na equagao diferencial original.

Como exemplo, vamos obter a solugéo particular da equacgéo:

2 —3y=3x° (1.22)
dx
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A funcdo perturbadora é

f(x) = 3x°

e suas derivadas podem ser obtidas:
f(x) = 9%?

f’(x) = 18x

f’(x)=0

portanto temos numero finito de derivadas, 2(duas) ja que a terceira é nula,
entdo a solucdo de regime permanente pode ser escrita como:

y, =AX+Bx*+Cx+D
Substituindo na equacéo diferencial, temos:
2(3AX® + 2bx + C) —3(Ax® + Bx* + Cx + D) = 3x® (1.23)
Agrupando os termos de mesmo expoente:
—3AX +(6A—3B).x* + (4B —3C).x+ (2C —3D) = 3%°

Da igualdade entre dois polindmios vem:

-3A=3 portanto A=-1
6A-3B=0 portanto B=-2
4B-3C=0 portanto C=-8/3
2C-3D=0 portanto D=-16/9

Entdo a solucdo de regime permanente fica:

1.3 - O Principio da Superposicdo

Se a funcéo perturbadora f(x) for dada na forma:
f(x)=f,()+ f,(x)+ f,(x)+...+ f (X) (1.23)

0 principio da superposi¢do diz que para encontrar a solucdo particular yp, nds
podemos considerar cada termo separadamente, obter a solugéo y, correspondente a cada
termo, e entdo soméa-los para obter a solucéo y, completa. Este principio se aplica somente a
equacOes lineares. Fisicamente, isto significa que se nos conhecemos como 0 sistema
responde a diversos tipos de perturbagdes distintas, nés também sabemos co mo o sistema
respondera a qualquer combinacdo dessas perturbacdes aplicadas simultaneamente, isto é, a
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presenca simultanea de outras funcGes perturbadoras ndo afeta a resposta de cada funcédo
perturbadora individual.

1.4 — Equacoes Diferenciais Simultaneas

Existem sistemas fisicos onde aparecem mais de uma variavel dependente. Para

um conjunto de equag0es diferenciais lineares, simultaneas, de coeficientes constantes, o uso
do método do operador D leva a um procedimento exatamente analogo ao usado para resolver
equac0es algébricas simultaneas.

Consideremos o exemplo:

d?y, ,dy dy
2 13 oy Y2 _y 1.24
dx? dx TN dx X (1.24)
d2 d
dx{Z +3y, - d_)>/<l — sen(2x) (1.25)

Nenhuma delas pode ser resolvida, pois envolvem duas variaveis dependentes

y,e v, . Escritas em forma de operador, temos:

(2D -3D +2)y, — (D)y, = 4x (1.26)
(-D)y, +(D? +3)y, =sen(2x) (1.27)

Podemos considerar agora um sistema algébrico com duas equagdes e duas

incognitas y, e y,, que pode ser facilmente resolvido:

(D +3)(2D° - 3D +2)y, — (D? + 3)(D)y, = (D’ + 3)4x
—(D?)y, +(D? +3)(D)y, = D(sen(2x))

Somando, temos:

(D? +3)2D? —3D + 2)- D? |y, =12x +2cos(2x)

(2D* —3D® + 2D? + 6D? —9D + 6 — D? Jy, =12x + 2c0s(2X)

(2D* —3D® +7D? —9D +6)y, =12x + 2¢0s(2X)

d'y, ,d’, _d’, dy
2 dx“l -3 dx3l +7 dle _gd—xl+6y1 =12x + 2c0s(2x)

Que é urna equacdo diferencial linear, ordinaria, com coeficientes constantes,

com uma Unica variavel dependente y;, e desse modo facilmente resolvivel para determinar

Y1 = yl(X)
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De maneira analoga, podemos eliminar e obter uma equacdo em y, e obter:

Y=Y, (X)

Qualquer método de solucdo de sistemas de equacOes algébricas simultaneas
pode ser aplicado aos sistemas de equacOes diferenciais, uma vez elas estejam escritas em
forma de operador. Quando sdo muitas equacdes, 0 uso de determinantes é conveniente.

1.5 — Aproximacodes por Séries

Quando a funcdo perturbadora é uma funcdo complexa, e de dificil
manipulagéo, a sua aproximacao por uma série, pode ser uma maneira adequada de solucéo.
Se a funcdo deve ser aproximada nas vizinhangas de um ponto, a aproximagao por uma série
de Taylor é a adequada. A forma da série de Taylor para um ponto X, € a seguinte:

x=x  dPy|  (x=x)® Ay (x=x) (1.28)
1 dx? 2! dx® 3!

)= f(x)+
dx

X=Xg X=Xy X=X,

Se a funcgdo a ser aproximada é uma funcéo periddica, a aproximacgéo seria por
uma série de Fourier. Pode ser mostrado que qualquer funcdo periddica razoavelmente bem
comportada pode ser representada por uma soma de senos e cosenos do tipo:

FOO=F., +1[Z a, cos(") + b, sen(—””")] (1.29)
L n=1 L n=1 L
1 L
Emque F, = valormédiode F(x)=—- j F (x)dx (1.30)
-L

a, = _JL.LF (x) cos(%)dx (1.31)

b, = JL.F(X) sen(%}dx (1.31)
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